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Abstrak  

Epidemi adalah penyebaran penyakit yang timbul sebagai kasus baru pada suatu populasi tertentu 

manusia, dalam suatu periode waktu tertentu. Penyebaran penyakit menular dapat melalui udara 

yang masuk dalam saluran pernapasan, saluran pencernaan atau kontak langsung dengan 

penderita tersebut sehingga tertularkan ke individu yang rentan. Salah satu jenis penyakitnya 

adalah campak. Sehingga diperlukan suatu metode untuk mengontrol dan mengetahui penyebaran 

penyakit campak. Model SIR merupakan suatu model matematika yang menggambarkan 

penyebaran epidemi, dengan setiap individu yang telah sembuh dari infeksi mempunyai sistem 

kekebalan tubuh. Model CTMC adalah suatu model penyebaran penyakit dalam selang waktu 

kontinu, [0, )t T . Tujuan dari penelitian ini adalah menerapkan model epidemi CTMC SIR pada 

pola penyebaran penyakit campak. Penelitian dilakukan dengan mengkaji terlebih dahulu asumsi 

model CTMC SIR, probabilitas transisi. Selanjutnya menentukan laju penularan (  ) yang bernilai 

0,00000048/ hari dan laju kesembuhan ( ) yang bernilai 0,1111/ hari dengan menggunakan 

metode estimasi parameter model. Hasil penelitian menunjukkan menunjukkan bahwa model CTMC 

SIR yang berupa probabilitas transisi dapat diterapkan untuk mendeskripsikan pola penyebaran 

penyakit campak. 
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1. PENDAHULUAN  

Sudah marak sekali di jaman modern ini 

terkait penyakit menular yang cukup 

membahayakan, penyakit menular biasanya 

disebabkan oleh faktor lingkungan yang 

cukup baik perkembangbiakan virusnya, 

penyakit akan mewabah melalui kontak 

langsung dengan individu yang telah 

terinfeksi virus, udara, batuk, bersin, maupun 

makanan dan minuman. Epidemi adalah 

penyebaran penyakit yang timbul sebagai 

kasus baru pada suatu populasi tertentu 

manusia, dalam suatu periode waktu tertentu. 

Penyebaran penyakit menular dapat melalui 

udara yang masuk dalam saluran pernapasan, 

saluran percernaan atau kontak langsung 

dengan penderita tersebut sehingga 

tertularkan ke individu yang rentan. Ada 

banyak jenis penyakit yang disebabkan oleh 

virus, salah satunya campak.  

Penyakit campak merupakan penyakit 

menular yang disebabkan oleh virus dan 

ditularkan melalui batuk dan bersin. Penyakit 

ini merupakan masalah kesehatan di berbagai 

negara di dunia termasuk di Indonesia. 

Sehingga diperlukan suatu metode untuk 

mengontrol dan mengetahui penyebaran 

penyakit menular tersebut. Menurut 

Bellomo, et al. (1995). Model matematika 

merupakan sarana yang dapat digunakan 

untuk mempelajari perilaku penyebaran 

penyakit. Dalam perkembangan zaman, 

perkembangan ilmu pengetahuan dan 

teknologi di bidang matematika pun juga 

memberikan peranan penting dalam 

pencegahan mewabahnya suatu penyakit. 

Terdapat beberapa model baik yang bersifat 

deterministik, maupun model yang bersifat 

stokastik. Beberapa contoh dari model – 

model tersebut yaitu SI(Susceptible Infected), 

SIS(Susceptible Infected Susceptible), 
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SIR(Susceptible Infected Recovered), dan 

SEIR(Susceptible Exposed Infected 

Recovered). Model – model tersebut 

memiliki karakteristik tersendiri, berdasarkan 

jenis dan bentuk penyebaran penyakit 

menular yang diamati. 

Model SIR, menurut Brauer, et al. (2008) 

merupakan suatu model matematika yang 

menggambarkan penyebaran epidemi, 

dengan setiap individu yang telah sembuh 

dari infeksi mempunyai sistem kekebalan 

tubuh. Pada model SIR, populasi terbagi 

menjadi tiga kelompok, yaitu Susceptible (S), 

Infected (I), dan Recovered (R). Model SIR 

menggambarkan alur penyebaran penyakit 

dari suatu kelompok, individu yang rentan 

terhadap penyakit (susceptible) kemudian 

menjadi terinfeksi karena menjalin kontak 

dengan kelompok, individu yang terinfeksi 

(infected), setelah itu pulih dan memiliki 

suatu kekebalan permanen dari penyakit 

yang sama (recovered). 

Model SIR dapat ditinjau secara 

deterministik maupun probabilistik. Pola 

penyebaran yang ditinjau secara probabilistik 

terbagi menjadi tiga model, yaitu 

DTMC(Discrete Time Markov Chain), 

CTMC(Countinous Time Markov Chain), dan 

SDE(Stochastic Differential Equation). 

Model CTMC adalah suatu model 

penyebaran penyakit dalam selang waktu 

kontinu, t = [0,T). Model tersebut 

menggambarkan perpindahan individu dari 

kelompok S ke I dan dari kelompok I ke R 

yang diambil secara random dalam populasi. 

Perubahan jumlah individu terinfeksi 

berkaitan erat dengan probabilitas suatu 

kejadian (Parzen, 1962). Dapat diartikan 

bahwa, penyebaran epidemi suatu penyakit 

merupakan suatu kejadian random yang 

bergantung pada waktu dan berkaitan dengan 

probabilitas, atau dapat disebut sebagai suatu 

proses stokastik. Suatu epidemi diharapkan 

berhenti sebelum menginfeksi seluruh 

individu dalam suatu populasi karena 

berakibat dapat menimbulkan kerugian 

cukup besar. Suatu epidemi dikatakan 

berhenti apabila tidak ada lagi individu yang 

terinfeksi. 

Penulisan ini bertujuan untuk mengetahui 

pola penyebaran suatu penyakit yang ditinjau 

secara probabilistik. Model yang digunakan 

adalah model Continuous Time Markov 

Chain (CTMC) Susceptible Infected 

Recovered (SIR). Model ini akan diterapkan 

pada pola penyebaran penyakit campak. 

2. KAJIAN LITERATUR  

A. Campak 

Penyakit campak dikenal juga 

sebagai Morbili atau Measles. Campak 

merupakan penyakit yang sangat mudah 

menular yang disebabkan oleh virus dan 

ditularkan melalui batuk dan bersin. Gejala 

penyakit campak adalah demam tinggi, 

bercak kemerahan pada kulit disertai dengan 

batuk dan/atau pilek dan/atau mata merah. 

Penyakit ini akan sangat berbahaya bila 

disertai dengan komplikasi pneumonia, diare, 

meningitis, bahkan dapat menyebabkan 

kematian. Berdasarkan data tahun 2016, di 

Indonesia jumlah kasus penyakit campak 

mencapai 6.890 kasus dengan incident rate 

2,7 per 100.000 penduduk serta jumlah kasus 

pada anak - anak usia 5-9 tahun mencapai 

888 kasus dan merupakan jumlah kasus 

tertinggi dalam angka kejadian penyakit 

campak (Budijanto dkk., 2017). 

B. Proses Stokastik 

Proses stokastik adalah himpunan 

variabel acak  | ,t tX t T X S  . Semua 

kemungkinan nilai yang dapat terjadi pada 

variabel acak tX disebut ruang keadaan 

(state space). Proses stokastik dapat 

dibedakan menjadi dua bentuk yaitu : 

a. Jika  0,1,2,3,...T  maka proses 

stokastik ini berparameter diskrit dan 

biasanya disingkat dengan notasi  nX . 

b. Jika 0, ]T   maka proses stokastiknya 

berparameter kontinu dan dinyatakan dengan 

notasi  tX . 

C. Proses Markov 

Proses Markov 
t

X adalah proses 

stokastik dengan properti dimana, jika 

diberikan nilai tX , maka nilai sX  untuk s > t 

tidak dipengaruhi oleh nilai-nilai uX , untuk 

u < t. Dengan kata lain, probabilitas perilaku 

tertentu di masa mendatang dari proses 

tersebut, ketika keadaan saat ini diketahui 

secara pasti, tidak diubah oleh pengetahuan 

tambahan tentang perilaku masa lalunya. 

Rantai markov waktu kontinu adalah proses 

markov dengan notasi  X t  dengan waktu 
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kontinu untuk n bilangan bulat dan untuk 

urutan waktu 
1 2 1, ,..., nt t t 

dengan 

1 2 1... nt t t    maka didapatkan :  

           1 1 1 2 2 1| , ,..., |n n n n n nP X t j X t i X t i X t i P X t j X t i             

 

D. Model SIR 

Model SIR merupakan model 

matematis tentang penyebaran penyakit yang 

dibagi ke dalam 3 kelompok, yaitu kelompok 

individu yang sehat tapi rentan terinfeksi 

atau susceptible (S), kelompok individu yang 

terinfeksi atau infected (I), kelompok 

individu yang telah sembuh dari infeksi dan 

memiliki kekebalan permanen dari penyakit 

yang sama atau recovered (R) 

(Hethcote,2000). Asumsi dari model SIR 

sebagai berikut : 

1. Populasi tertutup dan jumlah 

individu pada populasi konstan N. 

2. Populasi homogen sehingga setiap 

individu mempunyai karakteristik 

yang sama. 

3. Tidak memperhatikan faktor 

kelahiran dan kematian. 

4. Hanya satu penyakit yang menyebar 

dalam populasi. 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Menurut Brauer, et al. (2008) Model 

CTMC SIR merupakan suatu fungsi 

probabilitas jumlah individu yang rentan 

terhadap infeksi dan jumlah individu 

terinfeksi pada waktu ke t. Banyaknya 

individu pada kelompok S, I, dan R pada 

waktu t dinyatakan sebagai S(t), I(t), dan 

R(t). Banyaknya individu susceptible dan 

infected bisa berubah setiap waktu dalam 

interval [0, )t   . Ketika besarnya 

perubahan individu S pada selang waktu t  

yaitu k dan besarnya perubahan individu I 

pada selang waktu t  yaitu j, maka 

perpindahan dari state s ke s + k dan dari 

state i ke i + j disebut transisi. Probabilitas 

transisi tersebut dalam dituliskan sebagai : 

( , ),( )
( )

Pr [( ( ) ( , ) | ( ), ( )) ( , )]

s i s k j
tp

ob S t t s k i j S t I t s i

 


     

 Transisi terjadi pada selang waktu 

0t   dan dapat diasumsikan hanya 

terdapat satu individu yang bertransisi dari 

state (s,i) ke (s+k,i+j). Terdapat tiga 

kemungkinan transisi yang bisa terjadi yaitu 

dari state (s,i) ke state (s-1,i+1), dari state 

(s,i) ke state (s,i-1), dan dari state (s,i) ke 

state (s,i). 

Pada saat individu yang bertransisi 

dari state (s,i) ke state (s-1,i+1) terjadi 

perpindahan satu individu dari kelompok S 

ke I. Jika  adalah laju penularan dan 

terdapat sebanyak s individu susceptible 

yang melakukan penularan dengan individu 

infected, maka probabilitas transisi dari state 

(s,i) ke state (s-1,i+1) adalah 

( , ),( 1, 1)
( )

s i s i

si
t o tp

N


 
     

Pada saat terjadi transisi dari state 

(s,i) ke state (s,i-1) berarti banyaknya 

individu infected berkurang satu. 

Pengurangan satu individu tersebut karena 

adanya kesembuhan alami dengan laju 

kesembuhan sebesar  . Sehingga 

probabilitas transisi dari state (s,i) ke state 

(s,i-1) adalah 

( , ),( , 1)
( )

s i s i
i t o tp 


     

Pada saat individu infected tetap 

berada pada state (s,i) berarti tidak ada 

penambahan maupun pengurangan 

banyaknya individu infected. Maka besarnya 

probabilitas transisi dari state (s,i) ke state 

(s,i) adalah 

( , ),( , )
1 ( )

s i s i

si
t i t o tp

N
         

Perpindahan individu dari suatu state 

ke state yang lain dalam selang waktu yang 

sangat kecil dimungkinkan hanya terdapat 

satu individu yang bertransisi. Kemungkinan 

untuk banyaknya individu yang bertransisi 

lebih dari atau sama dengan dua sangatlah 

kecil. Sehingga besarnya probabilitas transisi 

dengan banyaknya individu yang bertransisi 

lebih dari atau sama dengan dua dalam 

selang waktu t adalah ( )o t .  Persamaan- 

persamaan itu bisa dituliskan dalam suatu 

probabilitas transisi menjadi : 

 

 ( , ),( , )

( ), ( , ) ( 1,1)

( ), ( , ) (0, 1)

1 ( ), ( , ) (0,0)

( ),

s k i j s i

is t o t k j
N

i t o t k j
p t

is
t i t o t k j

N

o t lainnya








 


    


    

  
       

 

 

Dalam penerapan pada kasus 

campak, data ini diperoleh dari profil 

kesehatan Daerah Istimewa Yogyakarta 
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tahun 2011. Populasi di Daerah Istimewa 

Yogyakarta berjumlah 3.457.211 orang 

(individu), jumlah kelahiran 43.242 orang, 

jumlah kematian 43.242 orang, jumlah yang 

terkena penyakti campak 292 orang, dan 

jumlah kematian karena penyakit campak 0. 

Rata- rata durasi infeksi 9 hari, angka 

reproduksi nyata R adalah 15. 

 Parameter- parameter model dapat 

diestimasi menggunakan langkah- langkah 

sebagai berikut: Untuk memperkirakan laju 

penularan yang diperkirakan dengan 

reproduksi dasar didefinisikan sebagai 

jumlah rata- rata individu yang langsung 

terinfeksi oleh kasus infeksi ketika ia 

memasuki masa yang benar-benar rentan 

populasi. Jika setiap individu secara efektif 

melakukan kontak  dengan c individu per 

unit waktu, maka dalam populasi ukuran N, β 

dapat diartikan menjadi c / N. Asumsi 

penggabungan secara acak, jumlah individu 

yang melakukan kontak oleh setiap orang 

selama periode infeksi bisa disebut R 

(reproduksi nyata). Jumlah rata-rata individu 

yang melakukan kontak secara efektif oleh 

setiap orang per satuan waktu dapat diartikan 

c = R / durasi rata-rata infeksi (L). 

Mengganti ini ekspresi ke dalam untuk β di 

atas memberikan β = R / N x L. L adalah 

rata- rata durasi infektivitas. Untuk penyakit 

campak, L diestimasi 9 hari. Angka 

kesembuhan adalah angka transisi dari 

infected ke recovered. Angka kesembuhan 

diestimasi menggunakan durasi periode 

infektivitas, yaitu  =1/rata-rata periode 

infektivitas. 

 Parameter- parameter model dihitung 

menggunakan rumus-rumus estimasi 

parameter model dan diperoleh: 

a. Angka kesembuhan 1
( ) 0,1111/

9
hari     

b. Angka penularan 
15

( ) 0,00000048 /
9 3.457.211

hari  


 

Pada bagian ini, akan diberikan penerapan 

model pada penyakit campak dengan terlebih 

dahulu mengetahui perilaku penyebaran 

penyakit campak dengan nilai laju penularan     

0,00000048 / hari   dan laju 

kesembuhan 0,1111/ hari  dengan N = 

3.457.491. Dengan demikian, model dapat 

dituliskan sebagai berikut : 

 

 ( , ),( , )

0,00000048
( ), ( , ) ( 1,1)

3.457.211

0,1111 ( ), ( , ) (0, 1)

0,00000048
1 0,1111 ( ), ( , ) (0,0)

3.457.211

( ),

s k i j s i

is t o t k j

i t o t k j
p t

is t i t o t k j

o t lainnya

 


    


    

  
       

 

 

 

 

KESIMPULAN 

1. Model CTMC SIR dinyatakan 

sebagai : 

 ( , ),( , )

( ), ( , ) ( 1,1)

( ), ( , ) (0, 1)

1 ( ), ( , ) (0,0)

( ),

s k i j s i

is t o t k j
N

i t o t k j
p t

is
t i t o t k j

N

o t lainnya








 


    


    

  
       

 

 

2. Dengan metode estimasi parameter 

model diperoleh : 

(a)  Angka kesembuhan ( ) =
1

L
 

(b)  Angka penularan (  ) = 
R

N L
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